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Аннотация. Рассматриваются колебания упругой балки с продольным сжатием. Такая бал-
ка может быть реализована из двух упругих стальных полос, соединённых на свободных концах.
Сжатие в балке происходит за счет натянутой нити. Возбуждение колебаний осуществляется воз-
действием переменного магнитного поля на магнит, установленный на конце балки. Регистрировал-
ся закон движения при изменении частоты гармонического воздействия. В результате натурного
эксперимента был получен большой массив данных, представляющих собой как упорядоченные пе-
риодические колебания, так и неупорядоченные колебания, характерные для динамических систем
с хаотическим поведением. Для изучения инвариантных числовых характеристик аттрактора со-
ответствующей динамической системы вычислялись корреляционный интеграл и корреляционная
размерность, а также β-статэнтропия. Объемный численный эксперимент показал, что вычисление
β-статэнтропии предпочтительнее расчёта корреляционного показателя. На основе разработанных
алгоритмов построена зависимость β-статэнтропии от частоты внешнего воздействия. Эта зави-
симость может служить эффективным инструментом для оценки адекватности математической
модели вынужденных колебаний балки с потерей устойчивости.
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1. Описание эксперимента. Постановка задачи
Механические и электро-механические системы с хаотическим поведением доста-
точно давно находятся в сфере пристального интереса как теоретиков, так и созда-
телей экспериментальных устройств с хаотическим поведением. Вместе с тем, в по-
следнее время активно изучаются балочные колебательные системы с несколькими
минимумами потенциала под воздействием внешних периодических сил. Магнито-
эластическим балкам с эйлеровой неустойчивостью посвящена довольно значитель-
ная литература, сошлемся лишь на статьи [1, 2] и классическую книгу по теории
колебаний [3], а также на недавнюю статью [4].
В ходе выполненного авторами натурного эксперимента рассматривались коле-
бания упругой балки с продольным сжатием. Балки такого типа могут быть реали-
зованы на основе пары стальных полос, соединённых на свободных концах и сжатых
в продольном направлении натянутой кевларовой нитью. На свободном конце при
помощи отверстий в накладках и полосах крепятся шторка из алюминиевой фольги,
служащая основным элементом сенсора отклонения балки, и алюминиевая стойка с
маленьким SmCo5 магнитом, который, взаимодействуя с магнитным полем катуш-
ки, является источником силового воздействия, их масса достаточно мала (менее
10% от массы полос) и практически не влияет на движение системы. Через отвер-
стия в пластинах проходят болты, которые крепят всю конструкцию к массивной
(≈ 5 кг) стальной плите и сжимают верхнюю и нижнюю пластины, фиксируя тем
самым заделанные концы (Рис. 1).
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Рис. 1. Конструкция экспериментального устройства:
1 — упругие стальные полосы; 2 — кевларовая нить; 3 — накладки, соединяющие полосы;
4 — пластины, фиксирующие конструкцию; 5 — пружинный механизм натяжения нити.
На свободном конце крепятся шторка из алюминиевой фольги (основной элемент сенсора
отклонения) и маленький магнит
Fig.1. Design of experimental device:
1 — elastic steel strips; 2 — Kevlar thread; 3 — overlays connecting strips; 4 — plates that fix the
structure; 5 — spring mechanism of thread tension. At the free end, a curtain made of aluminum foil
(the main element of the deflection sensor) and a small magnet
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Электронные устройства, которые приводят балку в движение и регистрируют
отклонение конца балки, базируются на измерительной карте DAS-16, работающей
в составе компьютера и имеющей аналого-цифровые и цифро-аналоговые преобра-
зователи, а также таймеры. Программно 512 чисел, представляющих собой точки
одного периода синусоиды, выводятся на цифро-аналоговый преобразователь и че-
рез усилитель на катушку, которая создает магнитное поле и, взаимодействуя с маг-
нитом, определяет закон изменения силы, действующей на балку. Темп вывода этих
точек определяется таймером и задает частоту силового воздействия. После каждой
смены числа в цифро-аналоговом преобразователе аналого-цифровой преобразова-
тель производит измерение положения шторки, перекрывающей оптический канал
между источником света (мощный инфракрасный светодиод) и фотоприемником
по сигналу фотоприемника, который записывается в массив в оперативной памяти
компьютера. При многократном повторении описанной процедуры накапливается
числовой массив, представляющий собой закон вынужденных колебаний балки.
Полученный числовой массив позволяет выявить динамические особенности ко-
лебательных режимов балки при различных значениях частоты внешнего сигнала.
Рассматривая полученные данные как проявления некоторой динамической систе-
мы поставим задачу определения инвариантных числовых характеристик аттрак-
тора этой системы. В связи с этим возникает необходимость обработки массива
данных и определения этих характеристик. Второй, более сложной задачей, явля-
ется построение математической модели данного колебательного процесса. В каче-
стве критерия, по которому можно сравнивать поведение модельной динамической
системы и экспериментальные данные, могут выступать как раз инвариантные чис-
ловые характеристики аттракторов соответствующих систем.
2. Числовые характеристики
экспериментальных данных
В первую очередь рассмотрим проблему визуализации полученных в эксперименте
данных. Для каждой из частот внешнего воздействия в ходе эксперимента получал-
ся массив данных, представляющий собой набор целых положительных чисел. Для
получения более наглядных результатов среди них вычислялся минимум и макси-
мум и выполнялось нормирование так, чтобы они все принадлежали отрезку [−1, 1],
далее к ним применялся сглаживающий фильтр
y(n) =
1
2k + 1
(
x(n) + x(n− 1) + · · ·+ x(n− 2k)
)
,
где k = 10. Затем из обработанных данных формировался набор векторов (xn, xn+p).
Отображая эти пары на плоскости, получаем псевдофазовый портрет системы. Экс-
периментальный подбор величины p показал, что наиболее информативно фазовые
портреты системы выглядят при p = 75. В зависимости от частоты внешнего воздей-
ствия псевдофазовые траектории могут выглядеть как упорядоченные периодиче-
ские колебания, а также как системы с хаотическим поведением. При этом удается
показать, что переход от периодических колебаний к хаотическим осуществляется
через бифуркацию удвоения периода. На рис. 2a — 2b показаны результаты экспери-
ментов с частотами внешнего воздействия 12.0192 Гц и 10.7759 Гц соответственно,
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нетрудно видеть, что на рис. 2b период колебательного режима примерно двойной
по сравнению с изображенным на рис. 2a.
На рис. 2c — 2d приведены псевдофазовые траектории для частот 8.9286 Гц и
8.2237 Гц соответственно, в этом случае экспериментальные данные демонстрируют
неупорядоченное поведение. Перейдем теперь к задаче оценки степени неупорядо-
ченности колебаний и вычислению соответствующих инвариантных характеристик.
(a) 12.0192 Гц (Hz)
x
n
x
n+75
(b) 10.7759 Гц (Hz)
x
n
x
n+75
(c) 8.9286 Гц (Hz)
x
n+75
x
n
(d) 8.2237 Гц (Hz)
Рис. 2. Фазовые портреты при различной частоте внешнего воздействия
Fig.2. Phase portraits at various frequencies
Сложность колебательных режимов для частот воздействия меньше, чем 8.9 Гц,
подтверждается приведенными на рис. 3 итерациями отображения последования
Пуанкаре через период внешнего воздействия. Нетрудно видеть, что для изучения
геометрической структуры аттрактора задачи получено недостаточное число ите-
раций отображения Пуанкаре. В связи с этим вычислялся целый спектр инвариант-
ных числовых характеристик, в частности, вычислялись корреляционный интеграл,
корреляционная размерность, а также β-статэнтропия.
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Рис. 3. Отображения последования Пуанкаре для внешнего воздействия с
частотой 8.6806 Гц
Fig.3. Poincare´ map for external influences at the frequency 8.6806 Hz
Численные эксперименты показали, что вычисление β-статэнтропии является
наиболее предпочтительным критерием хаотичности. В соответствии с алгоритмом,
изложенным в работе [5], β-статэнтропия вычисляется по следующим формулам:
η(k)n (β) =

βr
(k)
n (β)
k(r
(k+1)
n (β)− r(k)n (β))
, β 6= 0,
1
k(r
(k)
n (0)− r(k+1)n (0))
, β = 0,
(1)
где
r(k)n (β) =
1
n
n∑
j=1
γ
( (k)
min
i:i 6=j
ρ(ξi, ξj)
)
,
γ(t) =
{
tβ, β 6= 0,
− ln t, β = 0,
кроме того,
(k)
min
i:i 6=j
ρ(ξi, ξj) — k-е минимальное расстояние от точки ξj, а ρ(·, ·) — неко-
торая метрика в пространстве состояний. Наиболее наглядные результаты получи-
лись с применением формулы (1) при β = 0, k = 0 (Таблица 1). Периодическим
колебаниям в данном случае соответствуют нулевые значения этой величины, а ха-
отическим — положительные.
Полученные численные результаты позволяют сделать предположение, что в
качестве феноменологической модели для представленных экспериментальных ре-
зультатов может служить уравнение Дуффинга с внешним воздействием, которое
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Таблица 1. Показатели β-статэнтропии при β = 0, k = 0
Table 1. β-statentropy for β = 0, k = 0
ηn
13.0208, . . . , 9.1912 Гц 0
8.9286 Гц 0.1386
8.6806 Гц 0.1372
8.4459 Гц 0.136
8.2237 Гц 0.1351
8.0128 Гц 0.132
7.8125 Гц 0.1291
7.6220 Гц 0.1039
7.4405, . . . , 6.9444 Гц 0
часто называется генератором Уэды [6]. Отметим, что итерации отображения по-
следования Пуанкаре, приведённые в [6], схожи с полученными изображениями для
экспериментальных данных (Рис. 3).
3. Феноменологическая модель
Предполагаемая модель является в значительной степени феноменологической. Рас-
суждения, аналогичные приведенным ниже, могут быть найдены в статьях [8–11].
Для построения модельного уравнения делается два наиболее важных допущения.
Во-первых, движение упругой балки подменяется движением материальной точки
в некотором силовом поле. Это может быть оправдано тем, что высшие собствен-
ные частоты системы лежат далеко от минимальной частоты. Во-вторых, вид по-
тенциальной функции выбирался из следующих соображений: она должна иметь
максимум при отклонении x = 0 и два минимума при x = ±x0, то есть положе-
ние равновесия при x = 0 неустойчиво, а равновесия при x = ±x0 — устойчивы.
Простейшая реализация такого потенциала задается полиномом четвёртой степени
вида
U(x) = Ax4 −Bx2. (2)
Выписывая уравнение баланса сил, имеем уравнение
mx¨ = F = Fpot + Fdiss + Fext = −dU
dx
− ηx˙+ Fext, (3)
где m — масса, Fpot — потенциальная сила, Fdiss — сила трения и Fext — внешняя
сила. Учитывая вид потенциала (2), имеем
Fpot = −4Ax3 + 2Bx = −4Ax(x2 − B
2A
) = −4Ax(x2 − x20),
причем x = ±x0 = ±
√
B
2A
— точки устойчивого равновесия. В свою очередь, счита-
ем, что сила внешнего воздействия Fext задается формулой:
Fext = F0 cos(ωt),
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тем самым, уравнение (3) записывается в виде
x¨ = − η
m
x˙− 4A
m
(x2 − x20) +
F0
m
cos(ωt). (4)
Выберем для переменной x новый масштаб y = x/x0, тогда
y¨ = − η
m
y˙ − 4Ax
2
0
m
y(y2 − 1) + F0
mx0
cos(ωt). (5)
Рассмотрим колебания вблизи одной из точек y = ±1. Выполняя замену y = 1 + ζ
или y = −1 + ζ и полагая внешние силы отсутствующими, линеаризуем полученное
уравнение в нуле. В результате уравнение малых свободных колебаний возле точек
равновесия будет иметь вид
ζ¨ = − η
m
ζ˙ − 8Ax
2
0
m
ζ.
Частота этих колебаний оказывается равной
ω20 =
8Ax20
m
.
Это позволяет пронормировать время τ = ω0t, в результате чего получаем уравне-
ние
y¨ = − η
mω0
y˙ − 1
2
y(y2 − 1) + F0
mx0ω20
cos(Ωτ), (6)
или в более привычной форме уравнение Дуффинга с внешним воздействием:
y¨ + αy˙ +
1
2
y(y2 − 1) = f cos(Ωτ), (7)
где α = ηω0/m — параметр потерь, f = F0/(mx0ω20) — параметр интенсивности
внешнего воздействия, Ω = ω/ω0 — частота внешнего воздействия, нормированная
на частоту малых свободных колебаний.
Модельное уравнение (7) довольно подробно изучено. Начиная со статьи [6] с его
помощью исследуются задачи, функция потенциала которых имеет два симметрич-
ных минимума (см. [2,4,10]). В этом уравнении при изменении параметров реализу-
ется хорошо известный фейгенбаумовский сценарий перехода к хаосу через цепочку
бифуркаций удвоения. Это обстоятельство позволяет предложить следующий спо-
соб подбора параметров задачи (7) так, чтобы свойства аттрактора динамической
системы (7) и экспериментальной модели, описанной в пункте 1, были близки. С
этой целью в области, где реализуется фейгенбаумовский сценарий перехода к ха-
осу, фиксируются параметры α и f уравнения (7). Затем определяется частота Ω,
при которой происходит первое удвоение периода, эта величина сопоставляется с
частотой, при которой происходит удвоение периода в экспериментальной системе.
Далее определяются значения Ω, при которых (7) имеет хаотический аттрактор.
Эти значения можно определить на основе вычисления старшего ляпуновского по-
казателя (используется алгоритм из [7]). Наконец, для значений частот, соответ-
ствующих эксперименту (см. таблицу 1), у аттрактора динамической системы (7)
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вычисляется показатель β-статэнтропии. Степень удачности выбора параметров α
и f будет определяться близостью значений β-статэнтропии модельной системы и
экспериментальной реализации.
Описанный алгоритм авторы планируют применить к уравнению (7) и имею-
щимся экспериментальным данным, поскольку он может служить эффективным
инструментом для оценки адекватности математической модели вынужденных ко-
лебаний балки с потерей устойчивости.
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Abstract. Oscillations of an elastic beam with longitudinal compression are considered. The beam
consists of two steel strips connected on free ends and fixed on opposite ones. Compression is achieved
by a strained string. Excitation of oscillations is performed by exposure of alternating magnetic field on
a magnet placed on the loose end. The law of motion with a change in the frequency of the harmonic
action is registered. As a result of the full-scale experiment a large set of data is obtained. This set
contains ordered periodic oscillations as well as disordered oscillations specific to dynamical systems with
chaotic behaviour. To study the invariant numerical characteristics of the attractor of the corresponding
dynamical system, a correlation integral and a correlation dimensionality as well as β-statentropy are
calculated. A large numerical experiment showed that the calculation of β-statentropy is preferable
to the calculation of the correlation index. Based on the developed algorithms the dependence of β-
statentropy on the frequency of the external action is constructed. The constructed dependence can
serve as an effective tool for measuring the adequacy of the mathematical model of forced oscillations
of buckling beam driven oscillations.
Keywords: buckling beam, stability, bifurcations, Duffing’s equation, Ueda attractor, chaotic oscil-
lations, entropy, Lyapunov exponents
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